MECANICA ESTADISTICA
Fundamentos de Mecéanica Estadistica.

Problema 1. Un modelo simple de un polimero en una red en dos dimensiones es el que resulta
de una trayectoria en una red cuadrada. En cada nodo de la red, el polimero puede seguir recto
(opcién 1 en la figura) o elegir entre las dos direcciones que forman un dngulo de 90° con respecto
a su direccién originaria (opciones 2 y 3 en la figura). Cada vez que el polimero realiza un flexién
su energia se incrementa en una cantidad e mientras que continuar la trayectoria inicial no tiene
coste energético. Por lo tanto, para un determinado microestado de la cadena polimérica la energia
es me, donde m es el numero de codos que existen en una determinada configuracién microscépica.
Asumiremos que el comienzo de la cadena estd anclado en un nodo fijo de la red (para evitar grados
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Figura 1: Modelo bidimensional de cadena polimérica.

de libertad traslacionales) y que el polimero esta formado por N + 1 segmentos.

i) Si cada configuracién de la cadena es un microestado del sistema, ;jcudntos microestados posibles
de la cadena existen con una energia fija E = me con 0< m < N7 (Pista: Comptitese en primer lugar
la forma de colocar los m codos en una cadena de N + 1 eslabones y téngase en cuenta a continuacién
que existen 2 posibilidades para cada dngulo, correspondientes a las flexiones a izquierda y derecha.)

ii) ;Cuadl es la entropia del sistema, S(E, N)? Aproximense todos los factoriales por medio de la
aproximacién de Stirling, In(N!) ~ NIn N — N, y exprésese el resultado en términos de la variable
x = E/Ne.

iii) Calculese la temperatura microcanénica del sistema como funcién de la energfa de flexién total
E y la longitud N del polimero.

iv) Calcilese la ecuacién caldrica del sistema E (T, N).

v) Calcilese la capacidad calorifica a longitud constante Cy como funcién de la temperatura T’y
de longitud del polimero N.

Considerando ahora que la cadena se encuentra en equilibrio térmico con un termostato a la tem-
peratura T, calcilese la funcién de particiéon de la cadena polimérica como funcién de la temperatura
y del ntimero de nodos de la cadena, asi como la energia interna del sistema y su capacidad calorifica a
longitud constante C'y. Comparar el resultado obtenido con el correspondiente al caso microcanénico
para la energia de la cadena en funcién de la temperatura.

Solucion:

i) Una configuracién de energfa fija E = me corresponde a un nimero de codos m, de un total de
N posibles. Dado que son idénticos, localizados e independientes, el niimero de configuraciones
de energia F es:
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ii) En la colectividad microcanénica, la entropia estd dada por el principio de Boltzmann, S =
kpInT(E,N) ~ kplng(E),

E E E E E

donde hemos aplicado, como de costumbre, la aproximacién de Stirling para los logaritmos de
las cantidades factoriales. Introduciendo la variable = E/Ne¢, tenemos:

S(x,N)=NkplzIn2 —zlnz + (1 —2)In(1 — )] (3)

iii) La temperatura microcanénica del sistema estard dada entonces por:

L _ (05 _(95) 9z (4)
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de tal modo que:
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Figura 2: Temperatura microcanénica de la cadena polimérica.

iv) Ecuacién caldrica del sistema. En la colectividad microcanénica esta pasa por despejar la energia
en terminos de la temperatura microcandnica. Asi, usando la ecuacién (5), tenemos:
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Figura 3: Energia y capacidad calorifica de la cadena polimérica.

v) La capacidad calorifica se obtiene de la forma habitual como
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vi) Naturalmente, si la cadena se encuentra en contacto con un foco térmico a la temperatura T’
realizaremos los célculos en la colectividad canénica. Teniendo en cuenta que el sistema es un
conjunto de codos discernibles (idénticos pero localizados) e independientes cada uno de ellos
con un espectro discreto de dos niveles de energias €; = 0, ¢, estando el segundo doblemente
degenerado (orientaciones izquierda y derecha), g1 = 1, go = 2, tendremos que la funcién de
particién candnica del sistema sera:

3:1_
%;1

Figura 4: Espectro de niveles de energia de los codos de la cadena.
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In=2" s = Y = Y g =120 (8)

i(estado) k(nivel)

De este modo, la energia libre de Helmholtz es:
F(T,N) = —kpTn Zn(T,N) = —NkpT'In (1 + 2¢77%) (©)

Por otro lado la energia interna del sistema es:

0lnZy 2Ne
E)=- = 1
®=-(5"), ~ ez (0
y la capacidad calorifica es, consecuentemente,
_(O(E)\ _ [O(E) ox w?e®
CN_(@T)N_<8x yor ~ NGy s e (1)

recuperando, como era de esperar por la equivalencia de las colectividades, el resultado obtenido
en el colectivo microcandnico.

Problema 2. Considérese un sistema de N particulas independientes y discernibles (e.g un sélido
cristalino) en contacto con un termostato a la temperatura 7'. Supongamos ademads que cada particula
Unicamente tiene dos niveles de energia, 0 y ¢, originados, por ejemplo, por la interaccién hiperfina
entre los momentos magnéticos nuclear y electrénico en sustancias paramagnéticas. Calctlese:

i) El valor medio de la energia del sistema.

ii) Los ndmeros de ocupacién de cada nivel de energfa.

iii) La capacidad calorifica del sistema. Representar el resultado frente a 7'y analizar la depen-
dencia en la zona de altas y bajas temperaturas.

iv) Calcular la entropia del cristal y analizar los casos limite de altas y bajas temperaturas.

v) Supongamos que sometemos el sistema a un campo magnético que genera un tercer estado de
energia 5e. (A qué temperatura, T, comienza a poblarse dicho nivel?

Solucion:



Figura 5: Espectro del sistema de dos niveles de energfa.

i) Evidentemente, al tratarse de particulas independientes y discernibles (idénticas pero localiza-
das) con el espectro no degenerado de la figura 5, la funcién de particién del sistema de N
particulas esta dada por

ZN:Z{V 5 21:Zeiﬁei:1+6756 (]_2)

de forma que la energia interna del sistema sera:

Oln
=3 - (55) -

(13)

ii) Los numeros de ocupacién de los niveles de energia se obtienen a partir de la distribucién
candnica como:

B
(Ni) = Npi:Nm ; €=0,€
(V) = Np = N— b N = NN (14)
1) = b1 = 1teBe’ 2) = INp2 = 1t e Be
de modo que, evidentemente, N = (N1} + (N3). Ademds, salvo que T < 0, (N1) > (No).
iii) La capacidad calorifica es, consecuentemente,
Cy = (15)

Mz oz

Figura 6: Energia interna, ocupacion media y capacidad calorifica del sistema de dos niveles de energia.

Schottky, pues a T — oo no se recupera la ley de Dulong y Petit (C « kg f/2 a alta temperatura,
con f el nimero de grados de libertad). Esto es debido a que los sistemas con un espectro finito
de niveles de energia tienen un limite maximo de absorciéon de energia.

iv) La entropia en la colectividad candnica se obtiene a partir de

F(T,N):(E)—TS:—kBTanN(T,N)@S:kBIHZ+@ (16)
de modo que
e T
S=Nkpln(l+e )+N/~:Bm (17)

por lo que, cuando T — oo (x — 0), S — kplIn2, i.e., el sistema tiene dos configuraciones
posibles, y ambas son accesibles para las particulas a alta temperatura. Por otro lado, cuando
T—0 (x— 00), S — 0, pues todas las particulas se encuentran en estado fundamental y hay
una unica configuracién accesible.
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Figura 7: Entropia del sistema de dos niveles de energia.

v) En el caso de que un campo magnético introduzca un tercer nivel de energia 5e, la funcién de
particién de particula sera:
21 =1+ e P4 e ¢ (18)

de tal modo que el niimero medio de particulas en el tercer nivel es:

—58¢
(N3) = Np3 = NE

(19)
21

El comienzo efectivo de la poblacién del tercer nivel de energfa tendra lugar cuando (N3) ~ 1.

Problema 3. Consideremos un sistema de N particulas fijas en los nodos de una red cristalina, cada
una de las cuales puede encontrarse en dos estados, |¢1) y |12), de energias -¢ y € respectivamente.
Obténgase la ecuacién
1 kg, |[1—{(e)/e
T 2 n‘l—i—(a)/s

para la temperatura del sistema en funcién de la energia media por particula (g). ;Existe algin
intervalo de energias medias en el que la temperatura anterior sea negativa? (Pista: Téngase en
cuenta que si o = (e — e~ ) / (e* + e7®) entonces z = 1 In|(1 + a) / (1 — a)|)

Calciilese la ocupaciéon media de cada uno de los niveles energéticos de particula y analicese si el
cociente es inferior o superior a 1 en el intervalo de temperaturas negativas.

Solucién:
Las particulas del sistema son independientes, por lo que Hy =~ >, H;, con H;|;) = &; ;)

(2 = 1,2). De este modo la energfa de una determinada configuracién I del sistema global es £} ~ 3. &;,
y por tanto la funcién de particién del sistema factoriza en funciones de particién individuales

_3 % . N N
N = Z e PEL — Z e =1 = HZe‘ﬂsi = Hzl (20)
I estado [STRGY; i=1 1 i=1

y dado que las particulas son idénticas (pero localizadas y, por tanto, discernibles), Zx = 2V, donde

21 = Z e e = e7P 4 etPe = 2cosh(Be) (21)

=1

puesto que cada una de ellas tiene un espectro que se muestra en la figura 8. De este modo,

(E) = — (8125N)N =-N (‘9?;1> = N{¢) = —Netanh(Be) (22)
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Figura 8: Espectro asociado a los grados de libertad internos.
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o lo que es lo mismo, la energia media por particula:
(e) = —etanh(fe) (23)
De este modo, usando la relacién del enunciado para despejar la temperatura:

14+ £
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o lo que es lo mismo

1 1- &
7:]6‘73111 e (25)
T 2 |14 %

€

Asi pues, vemos que la temperatura es negativa en la regién en la que

1—@<1+@<:><a)>0 (26)
€ €
En este régimen,
(e) = —szgi;Z:gi >0e e P> ethe (27)
lo que implica que 5 5
(Ny) = Neﬁsie_ﬁe < Ne/356+ o = (Va), (28)

i.e., la regién de temperaturas negativas es una region metaestable en la que se registra una inversion
de poblacién al estar méds poblado en promedio el estado excitado que el fundamental.

Problema 4. Un modelo estadistico muy simplificado de desenrollamiento de la doble hélice de
ADN, necesario para la lectura del material genético en procesos de sintesis de proteinas, es el debido
a C. Kittel [Amer. J. Phys. 31, 917 (1967)], en el cual la macromolécula se considera como una
cremallera formada por N eslabones, cada uno de los cuales puede encontrarse cerrado con energia
0, o abierto con energia €. Sin embargo, para que el eslabén k-ésimo pueda encontrarse abierto es
necesario que los k — 1 primeros eslabones de la cremallera se encuentren abiertos previamente.

a) Demostrar que la funcién de particién candnica de la cadena puede escribirse de la forma:

1— 675(N+1)5

Z= 1—ePe

b) Calctlese la entropia de la cadena en funcién del nimero de eslabones abiertos y de la tempe-
ratura a la que se encuentra sometida.
., Qué sucederia en el caso de que permitiésemos estados degenerados?

Solucion:
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Figura 9: Configuracién de la cadena de ADN y espectro energético.

a) Un microestado de la cadena se describe mediante la variable x =“ntmero de eslabones abiertos”
(k=0,1,...,N), de modo que para un microestado con = = k la energia es Fy = ke (Fig. 9),
lo que define niveles de energia de cadena no degenerados, dado que los eslabones deben abrirse
consecutivamente. Sin embargo, debido a esto los eslabones son discernibles (localizados) pero
no independientes, por lo que no podemos factorizar la funcién de particién en funciones de
particién individuales. Asi, la funcién de particion de la cadena es:

N s N ik 1 — e—B(N+1)e
Iy=) e fP=) e (29)
k=0 k=0

b) Naturalmente, la entropia de la cadena en la colectividad canénica se calcula de la manera
habitual como:

F(T,N)=(E) =TS = —kgTln Zy(T,N) < 8 = kg an—&-% (30)

donde la energia interna esta dada por:

<E>_(8anN> (N H+1)e € (31)

0B )y ePWNFDs 1 efe ]
con lo cual,
N (N+1) 1
S(E,N)=kp {ln (1 — Pl +1)a) —In (1 — eBE) + e LB(NH)E e (32)

-

Figura 10: Configuracién de la cadena de ADN con eslabones abiertos no consecutivos.

En el caso de que fuesen posibles estados degenerados, estos corresponderian a diferentes configu-
raciones con el mismo ntmero de eslabones abiertos, lo que implica que son posibles aperturas de
eslabones aleatoriamente escogidos y no necesariamente consecutivos (Fig. 10). En este caso, el nime-
ro de configuraciones con k eslabones abiertos de un total de N es, gy = (J,Z ), de tal modo que

N N N
Zy =) gre =3 (k)e_ﬁ’“ = (1+e PN =2}, (33)
k=0 k=0

esto es, los eslabones son independientes entre si en el caso degenerado.



Problema 5. Considérese un conjunto de N osciladores armonicos tridimensionales, todos con la
misma frecuencia angular w, pero distinguibles entre si por su localizacién espacial y orientacion fijas,
en equilibrio térmico a la temperatura T'. Este sistema constituye el denominado modelo de Einstein
de un sélido. Obtener la expresion para la energia media y la capacidad calorifica de ese conjunto de
osciladores. Analicense los limites de altas y bajas temperaturas de ambas magnitudes.

Solucion:

Dado que los osciladores estan localizados podemos calcular la funcién de particion de N oscila-
dores como:

Donde z; es la funcién de particién de 1 oscilador. Para calcular esta funcién de particién usamos
el hamiltoniano de 1 oscilador arménico. Para cada oscilador y en cada una de las direcciones del
espacio tenemos el siguiente hamiltoniano:

Hip(n) = hw <n + ;) (35)

Dado que los nimeros cudnticos del oscilador en cada una de las direcciones del espacio estan
desacoplados podemos escribir el hamiltoniano de cada uno de los osciladores tridimensionales como:

H(n) = hw (nx +ny+n.+ 3) (36)

En este caso:

Hm 30 D0 D et e (37)

ny=0ny=0n.=0

o0 o0 oo
zi = Z e F(nat3)h Z e Alnyt3)he Z e Pt hw,, — Za2yZy = Z3p (38)
ne=0 Ny =0 n,=0
Por lo tanto solo tenemos que calcular la funcién de particién de 1 oscilador en 1 dimension:
e —1Bhw 1
_ —B(n+i)hw _ _€ 2 _
21D = e = —5o = (39)
nz—;) 1 —emhhe ZSinh(ﬁ%)

Por lo tanto la funcién de particién de N osciladores tridimensionales nos queda:

3N
1
In=2N =28 = | ———— (40)
2 sinh (B%)

A partir de aqui podemos calcular las magnitudes termodindmicas usando las relaciones habituales
(ver representacién de la energia y la capacidad calorifica en la Fig. ?7?):

= olnZy 3 Bhw
E—< 5 )N—2thcoth<2 ) (41)
OF OF 3 1 3Nkp (hwp)?
C,=(==) =—kpp? <> = °Nkg (hwp)? = B 42
<8T>N o B/)y 4 (1) sinh(hgﬁ) (e% —e*¥)2 v
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Figura 11: Representaciéon de la energia y la capacidad calorifica para el modelo de Einstein en
unidades reducidas.

Problema 6. Modelo de paramagnetismo: Calcular la magnetizacion media <M > por unidad de

volumen de un conjunto de N particulas independientes de momento angular J. Evaluar la suscepti-

bilidad magnética x = (8<M )/ 8B> para un campo débil a altas temperaturas. Examinar los casos

J=1/2y J — oo. (Datos: i = g,uBf/h donde g es el factor de Landé y up el magnetén de Bohr:
up = eh/2me; g = 2 para electrones).

Solucion:

Dada una particula en un campo magnético en la direccién z, su hamiltoniano va a venir dado
por:

028
h
Para una particula con momento angular total J tenemos que existen 2J + 1 valores distintos para
J-. Por lo tanto la energia estd equiespaciada en 2J + 1 niveles que van desde la energia —Je hasta
Jecone=Hgup.
Por lo tanto podemos calcular la funcién de particion de cada una de las particulas magnéticas
como:

E=—jiB=—p.H=- H=—gupj.H (43)

1— 676(.]+1)B 1— ee(JJrl)ﬂ

J J J
— —eif3 __ —eif 6B 1 _ 3
Z_i;Je —;6 +;6 - [—e@ | 1—cP 1 (49)

Lo cual podemos reescribir como:

_ sinh ((J 4+ 1/2)ep)

45
sinh (e3/2) (45)
Y dado que las particulas estan localizadas, la funcién de particiéon de todo el sistema sera:
inh ((J +1/2 N
7= N = [ +1/2)eh) (46)

sinh (¢3/2)

Teniendo en cuenta que:



F=—kpThn(Z) (47)

Podemos calcular la magnetizacién como:

OF _190In(Z) _ Nlaln(z) B Nlaln(z)

— 7 _ = = 48
oH ~ 3 0oH B 0H B oe B (48)
1 1

= Ngugp KJ + 2) cotanh (Be (J + 1/2)) — 3 cotanh ([36/2):| (49)

Introduciendo la variable x = SeJ obtenemos:

M 2J +1 2J+1 1 T

m= = gupJ [QJ cotanh (az 57 ) ~ 57 cotanh (2])] (50)

Con esto la susceptibilidad magnética queda:

OM M 2| (1 1 (2J + 1)2 1

= =" JB = J — — 51
X= 55 = 5, 9reIB=P(gnsJ) [(2J> Sink () 27 sinh? (z2251) (51)

Analicemos ahora los limites J = 1/2 y J — oo. Para ello vamos a escribir la magnetizacién en
funcién de una nueva x que no dependa de J, x = ef8 = Hgupp:

e { (54 D)o [ (54 1)) - Lo (2)) -

y la susceptibilidad,

OM _dm O (J+1)? 1
_OM N Om O 2 2) 53
X=om = Nawom ~ NVlons) ﬂ{smtﬂ [(J+1)z] 4sinh’® (%) (53)

Analicemos los casos que se nos proponen:

= J = 1/2: En este caso, la magnetizacién seré:

1 T
m=gupg {coth(a:) ~3 coth (2)} (54)
Usando ahora que:
xr\  cosh(z)—1
tanh (5) ~ sinh(z) (55)
Se obtiene:
B cosh(z) 1 sinh(z) | _ 2 cosh?(z) — 2 cosh(z) — sinh?(x) (56)
"= 9ks sinh(z)  2cosh(z) —1] B 2sinh(z)[cosh(z) — 1]
Teniendo en cuenta: cosh?(z) — sinh?(z) = 1,
cosh?(z) — 2cosh(x) + 1 [cosh(z) — 1]2 cosh(z) — 1
"= IRs 2sinh(x)[cosh(z) — 1)] D) sinh(z)[cosh(z) — 1)] kB 2sinh(x) (57)
Finalmente: 9B "
Y la susceptibilidad:
N 2
Y = (gps)"B (59)

— =2
4 sinh (%)
Véase la representaciéon grafica de estas magnitudes en la Fig. 12. Se ve que la magnetizacién

en el limite de altas temperaturas y campos bajos sigue la ley de Curie ya que la tangente
hiperbdlica se puede aproximar por el argumento y por tanto: m o< H/T.

10



= J — oo: En este limite (altos nimeros cuénticos), tenemos infinitas orientaciones posibles para
los momentos magnéticos de las particulas. Esto es equivalente a tratar los vectores magneti-
zacién como vectores cldsicos. En este caso tenemos que usar que la funcién de Brilluin en este
limite, tiende a la funcién de Langevin:

lim Bj(x) = L(z) = coth(x) — % (60)

J—o0

Si se aplica esto a la magnetizaciéon y ademads se tiene en cuenta que en este limite gupJ — w,

vemos que:
1
= th(Jpe) — — 61
=y corh(752) - | (61)
Nuevamente se cumple la ley de Curie a altas temperaturas. Para la susceptibilidad:
1 1
= Nu? - 62
XA {(Jﬂsﬁ sinh2(.]ﬁe)] (62)

Estas expresiones pueden verse representadas’ en la figura 13.

05 0.00]
0.4 1 —0.05 1
S 3
= (.31 —0.10
= =
= =
0.21 —0.151
0-11 —0.201
0.0 ‘ :
0 5 10 0 5 10

) )
kT /H g kT /H gy

Figura 12: Representacion de la magnetizacion y de la susceptibilidad magnética en unidades reducidas
para el caso J = 1/2.

Problema 7. Considerar N spines iguales en interacicién débil en el equilibrio térmico a la tem-
peratura T' y localizables (discernibles, asociados por ejemplo a los iones de un cristal), de energias
intrinsecas €. En este modelo, cada particula tiene un momento magnético 1 que puede ser paralelo o
antiparalelo a campo magnético aplicado B. Las energias de interaccién con el campo seran entonces
€+ = FuB. A los nimeros de spines paralelos (+) o antiparalelos (—) los denotaremos por n.. Este
modelo es isomorfo al de la cadena unidimensional aislada, jugando la magnetizacion total M el papel
de la longitud L. Para los casos en que el campo magnético externo aplicado sea o no nulo, calcular:

1. La funcién de particién de cada spin.

1La representacién de estas funciones para las dos aproximaciones se realizan en el Jupyter Notebook asociado a
este boletin.

11
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Figura 13: Representacién de la magnetizacién y de la susceptibilidad magnética en unidades reducidas
para el caso J — oo.

2. La probabilidad de cada microestado de cada spin y de la de un microestado global del sistema
de spines.

3. El valor medio de la energia y de las magnetizaciones individual y colectiva del sistema.
4. Analizar las fluctuaciones de la energia y de la magnetizacién del sistema.
5. Repetir el ejercicio para el caso de que el sistema esté aislado y comparar ambos resultados.

Solucion:

1. La funcién de particién de cada spin.

La funcién de particién sera:

Zn =2 zi=e P feP = ePrB L o7PHB — 9cosh (BuB) (63)
Donde las energias de las configuraciones de spin + y — son e+ = FubB.

Si ademas anadimos un energfa intrinseca e:

ex =eFpuB = 2cosh(BuB)e P* (64)

2. La probabilidad de cada estado de cada spin y la de un microestado del sistema global de spines.
La probabilidad de un estado i de energia €; es:
e—Be eBuB ¢—BuB

P, = =P, = . P= (65)

Zi Zi Zi

En general un estado con ny spines en estado + sera:

L1 G0 Y 0

_ ( N) iNe*ﬂ”BNeZg”Bn* (67)
z

12



Dado que Py + P_ = 1 la distribucién que gobierna la variable “nimero de spines hacia
arriba/abajo” (ny) es la distribucién binomial.

. El valor medio de la energia y de las magnetizaciones individual y colectiva del sistema.
Los valores medios del sistema los podemos calcular a partir de los valores medios por particula.
(E) = N (&) (68)

El valor medio por particula lo calculamos a partir de la funcién de particién:

Oln z;

(€) = — a5

= Pie; + P_e_ = —uBtanh(BuB) (69)

(EY = —NuB tanh(BuB) (70)
Si la energia intrinseca fuera distinta de 0 € # 0 entonces:

(E) = Ne — NpBtanh(BuB) (71)
De forma similar la magnetizacién la podemos calcular como:

(M) = N (1) (72)
10Inz; efrB e b
(i) = 3708 Pipy + Pp = Hy cosh(BuB) B NQCOSh(B,uB)

= ptanh(BuB)  (73)

Observemos que:

. Fluctuaciones de la energia y la magnetizacién del sistema.

Dado que:
N N 2
EZewéSZEZ(geE) S?W:NSE (75)
52 = (%) = (€)* = (uB)* — (uB)” tanh*(BuB) (76)
(%) = Prét + P_é® = Py (—uB)? + P_(uB)* = (uB)? (77)
Luego:
sp = N(uB)*[1 - tanhg(ﬁuB)} (78)

Las fluctuaciones relativas son coeficientes de variacién de Pearson, calculadas para el caso

€e=0:
S 1 /1 —tanh®(BuB) 1 1 (79

CU = = — = —

(EY) ~ VN tanh(3uB) v/ sinh(BuB)

Anélogamente, para € = 0:

s3 = Nsi =N [p* —p? tanhz(ﬁpB)] =Np*[1- tanhz(ﬁuB)] (80)

(W) = Prpt + Pop® = (Py + P)p? = pi® (81)

I VAT — tanh®(3uB)] " 1 )
(M)l Np  Nptanh(SuB) VN sinh(SuB)
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Caso aislado

1. funcién de particién: En este caso la funciéon de particién coincide con el niimero de estados
totales del sistema y es:

Z=T=2" (83)

2. Probabilidad de cada estado de spin: Dado que en el caso aislado no hay campo externo las
probabilidades de la configuraciéon + y — seran la misma:

P+ == Pf = = (84)
Las probabildiades de una configuracion global las calculamos igual que en el caso con campo:
P(n.) = NN\ (1\"" (1\""  (N\ 1 (35)
AT 2) T \n )2V
3. Valores medios de la energia y la magnetizacion: En este caso:
(E)y =Prey +P_e_=0 (86)
(M) =N (m)=0 (87)

4. Las fluctuaciones de la energia (B # 0)

s% = E2 — (E)> = NS? (88)
2 2 2 2 » _ WB*  p’B? 2 2
sp=()— ()" =Prel + P_e& = 5+t =p°B (89)
Luego: sg = uB
De forma similar para la magnetizacion
53 = Ns2, (90)
2= (m?) = (m)? =15 sw=p (91)
Fluctuaciones con € # 0, (energia intrinseca)
Al igual que en el caso sin energia intrinseca:
52
5% = Ns?; S?MZ% (92)
Con esto podemos calcular
s2 = () —(e)®; (e) = ¢ — uBtanh(BuB) (93)
() =Py (e — uB)’ + P_ (e + uB)> = & + > B? — 2euB(P; — P_) (94)
ePuB _ o—(BuB)
<62> =+ 12 B? — 2¢uB = e + 1 B? — 2epuB tanh(BuB) (95)

2 cosh(BuB)

Como vemos el segundo momento respecto al origen estd afectado por el cambio en la energia
intrinseca (origen de energfas), como es légico. Sin embargo:

52 = 4 p2B? — 2euB tanh(BuB) — [¢ — pB tanh(SuB))’ (96)
s? = + i’ B® - 2epBtanhtBLB) — £ — i’ B* tanh®(BuB) + 2epBtanh(fiB)  (97)
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Consecuentemente S% no depende para nada del origen de energfas:

sp = Nu’B*[1 - tanh2(6u3)]2 ;osy=p[1- tanhz(ﬁ,uB)]2 (98)

Problema 8.

Obténgase la varianza de la variable aleatoria magnetizacién de un sistema de N espines J = 1/2,

~5 72 . . . .
s?\/[ = M? — M, que representa las fluctuaciones de la magnetizacién en torno a su valor medio.
Compérese el valor de esta magnitud con el obtenido para la susceptibilidad magnética del sistema:

_ (M
X=\a8B ),

y demuéstrese que kpT'x = s3,, lo que expresa el hecho de que la respuesta macroscépica del sistema
a perturbaciones exteriores estd gobernada por las mismas leyes que la regresién espontanea de sus
fluctuaciones microscépicas (teorema de fluctuacion-disipacion).

Solucion:

Ya hemos probado en el ejercicio anterior que:
sh; = Ns2, = Np2[1 — tanh®(BuB)] ; M = Nptanh(BuB).
Por tanto la susceptibilidad del sistema es:
oM 1
= —_— = N —_— = 52 s
X (5‘B )T 'ucosh2(,8uB)6M Psu

como queriamos demostrar.

Problema 9. Enfriamiento por desimanacion adiabatica. Consideremos un sistema de N espines
S =1/2 (i = —gupS/h) independientes y distinguibles (localizados), en equilibrio térmico con un
termostato a la temperatura T'. Calcule:

= i) La funcién de particién del sistema en presencia de un campo magnético externo en la direccién
del eje OZ. (Nota: El hamiltoniano del sistema en presencia del campo es H = —[iB, por lo que
las energias de cada estado de espin son de la forma E,, = —gugBm,m = +1/2.

= ii) La magnetizacién media del sistema (M) = kgT'(01n Z/0B)g. Analice los casos limite de: a)
alta temperatura y bajo campo magnético (ley de Curie), y b) baja temperatura y alto campo
externo.

= iii) La entropfa del sistema de espines en funcién de la temperatura y del campo magnético,
S(T, B), y demuestre que la entropia es tnicamente funcién de la variable x = SuB. Estudie
el comportamiento de la entropia en los casos limite x — 0 y * — o00. ;Cémo se interpretan
estos resultados? Teniendo en cuenta lo obtenido, jqué debe suceder con el cociente B/T en un
proceso adiabdtico reversible del sistema (S = cte.)? En procesos de desimanacién de sales pa-
ramagnéticas (e.g. LiF) se retira adiabdticamente el campo magnético aplicado sobre el sistema
provocando la desaparicién de su magnetizacién, jqué sucede con la temperatura de la sal en
este supuesto?
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Solucion:

= i) La funcién de particién del sistema en presencia de un campo magnético externo en la direccién
del eje OZ. (Nota: El hamiltoniano del sistema en presencia del campo es H = —[iB, por lo que
las energias de cada estado de espin son de la forma E,, = —gugBm,m = +1/2.

Al tratarse de un sistema de espines independientes con dos niveles de energia, la funcién de
particién del sistema sera:

N

Zn=2N = Z eP2us Bm = 2% cosh™ (BupB)
m==%1/2

v ii) La magnetizacién media del sistema (M) = kgT(01n Z/0B)g. Analice los casos limite de: a)
alta temperatura y bajo campo magnético (ley de Curie), y b) baja temperatura y alto campo
externo.

Usando el resultado del apartado anterior:

) — Nystanh(BupB)
B

Casos limite:

e a) T — oo, BuB — 0 (Ley de Curie)

Nu? B
M) =~ —
(M) iy T
e b) T =0, BuB — c©
(M)~ Np

Se alcanza la magnetizacién méxima (todos los espines se alinean con el campo).

= iii) La entropia del sistema de espines en funcién de la temperatura y del campo magnético,
S(T, B), y demuestre que la entropfa es tnicamente funcién de la variable x = SuB. Estudie
el comportamiento de la entropia en los casos limite + — 0 y z — oo. ;Cémo se interpretan
estos resultados? Teniendo en cuenta lo obtenido, jqué debe suceder con el cociente B/T en un
proceso adiabdtico reversible del sistema (S = cte.)? En procesos de desimanacién de sales pa-
ramagnéticas (e.g. LiF) se retira adiabdticamente el campo magnético aplicado sobre el sistema
provocando la desaparicién de su magnetizacién, jqué sucede con la temperatura de la sal en
este supuesto?

Como ya se ha visto anteriormente:
S(T,B) = kglnZy + kpBE.
Para este sistema ademés sabemos que £ = —BM y por tanto:
S(T,B) = kg {In2 + In[cosh(BuB)] — BuB tanh(BuB)} = kg [In2 + In(cosh ) — z tanh z]

Como vemos la entropia solo depende de z. Esta funcién aparece representada en la Fig. 14.
Como vemos, si © — 0 entonces S(x) — Nkgln2, y si x — oo entonces S(z) — 0. Por
tanto, dado que hemos de trabajar con x > 0, S(x) es una funcién monétona decreciente de x.
Para un proceso adiabdtico (isoentrépico), S = cte y por tanto el cociente B/T también ha de
permanecer constante. De esta forma, cuando B -0 = T — 0.
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S(x)

T NkBII‘I 2

Figura 14: Representacion de la entropia para un sistema de espines independientes en funcién de
xz = pPuB

Problema 10. Isotermas de adsorcion de Langmuir y Frumkin. Consideremos una superficie for-
mada por M nodos equivalente y localizados cada uno de los cuales puede adsorber, de manera
independiente, una particula del adsorbato constituido por un gas ideal en contacto con la superficie
a la presién P, temperatura Ty potencial quimico, u = puo(T") + kT In P. Calcilese la fraccién de
nodos, 5 = N /M, que se encuentra ocupada en el equilibrio (Isoterma de Langmuir). Represéntese
graficamente el resultado y analicense los limites de alta y baja presién. ;Cémo se modifica el resul-
tado anterior en el caso de que haya un potencial quimico efectivo u = pg + As, donde A = wz es
fruto de una interaccién de una molécula con las adsorbidas en los z nodos vecinos w (Isoterma de
Frumkin)?

Solucion:

Gas ideal

p=cte; T =cte; p=cte

Figura 15: Esquema con el planteamiento para el cdlculo de las isotermas de adsorcion.

Consideremos una superficie adsorbente formada por M nodos de adsorcién en contacto con un
adsorbato ideal (gas ideal). Dado que la superficie es un sistema termodindmico abierto, obtendremos
sus propiedades termodinamicas en la colectividad gran candnica. En esta colectividad, hemos de
calcular la gran funcién de particiéon en su forma general para un sustrato con M nodos:

En =y e PEN) = §7 (eﬁu)Nl ¢ PE = 3 AN oB
l

l l

donde hemos introducido la fugacidad A\ = e®#. Para realizar la suma sobre los microestados accesibles
al sistema hemos de preguntarnos qué valores puede tomar N. Si tenemos en cuenta que en el caso
general en cada nodo hay como maximo n,,,, particulas adsorbidas, entonces: 0 < N < Mnpqz-
Recordando que para un NV fijo podemos calcular la funcién de particién candénica asociada al sistema
(Z(T,M,N)), tendremos:

Mnmaqx
Em= Y, MZ(T,M,N)
N=0
17



Si en cada nodo se pueden adsorber 0,1,...,k, ..., nmyae particulas, en un microestado tendremos:
= ng nodos con 0 particulas adsorbidas.

= 17 nodos con 1 particulas adsorbidas.
= 1 nodos con k particulas adsorbidas.

" Ny, N0dOS con ny,., particulas adsorbidas.

Con esto, para un microestado con N particulas:

Nmax

N = Z kng
k=0

Por otro lado, la funcién de particién canodnica asociada a un nodo con k particulas adsorbidas
podemos escribirla como:
_ —Bei(k
Qe = E :e Bei(k)
i

Donde ¢;(k) barrerd todos los valores posibles asociados a los niveles energéticos de las particulas
en el nodo (de esto nos preocuparemos més adelante). Esta definicién, junto con que los nodos de
adsorcion son independientes, nos servird para factorizar la funcién de particion candnica del sustrato.
Solo nos falta contar todos los microestados del sistema teniendo en cuenta todas las posibilidades
que hay de coger ng nodos con 0 particulas, n; nodos con 1 particula adsorbida, ...y n,,,,, nodos con
Nmae Particulas adsorbidas de entre todos los nodos (M). Este nimero de combinaciones lo podemos

calcular como:
M!

nol...Nn,,..!
Con todo esto en cuenta, podemos factorizar la funcién de particion gran candnica del sustrato como:

Nmax

| k
=y — M' no N1 nmaz)\ kgo Tk
=M = no! n |q0 d1 - -Gmax

N0 N qw 02 Tnpmag
Zi ni:M

Esto puede escribirse como:

n
M' max
— . k\n
Ev= ) ————— [ (@)™
nol...n, !
N0 Mnae maz® p—q
Zi ni:M
Usando ahora el teorema multinomial

n ,
(T1 a2+ +an)" = Z <k1 ko k) H x?7

ki 1<j<m
k.

donde el coeficiente multinomial es:

n B n!
kikoy .. k) kilka!.. k!
Podemos escribir la gran funcién de particion como:

Nmazx

=0

que no es sino la gran funcién de particién de un nodo. Evidentemente, hemos usado que los nodos
son independientes (de lo contrario, 2y # ], &) e independientes entre si.

18



Particularicemos ahora la expresién general al caso de que en cada nodo sea posible alojar, como

méximo, una particula (isoterma de Langmuir). En este supuesto:
1

Em =M 6= N =1+aq),
=0

donde
@ = Ze—ﬁsi(l) — ¢ Be,
3
Consecuentemente: "
En (T, M) = [14+ e ACemm] T

Dado que la fraccién de cobertura § = N /M es nuestro objetivo, hemos de calcular el nimero medio

de particulas adsorbidas en la superficie:
- In=
N:_(({M}> — kpT <8nM>
o) o T M
Asi pues:
oo M BT R e~ Ble—n) _ M
o e—Ble—n) 11 eBle—w) 11
y por tanto? B
__ N 1
5= M o eﬁ(E_l") —|—1

Usando ahora que el adsorbato es un gas ideal y por tanto:
= po(T) + kpT'Inp,

tendremos que la isoterma de Langmuir toma la forma (ver Fig. 16):
- 1 p
5= = .
eﬁ(f—uo)% +1 pO(T) +p

En los casos limite:
] 5~ —P
Hp—0:5 e

" 2)p o0 §—1

v

Figura 16: Representacién de la isoterma de Langmuir.

2Veremos en el capitulo de gases ideales cudnticos la gran similitud de estos resultados de adsorcién con las estadisti-

cas cuanticas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein.
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En el caso de que existan interacciones entre las particulas adsorbidas, el tratamiento anterior
se complica enormemente. No obstante, en la aproximacién de campo medio se considera que esas
interacciones se suman al campo externo (en este caso el potencial quimico del adsorbato) con un
campo interno, molecular o campo de Weiss que potencia el efecto del externo. En este caso, las
particulas se siguen comportando como independientes pero ahora “ven” un campo efectivo

Hid — Mid + A5 = [leff.

De este modo, la nueva isoterma es:

1 1 P
eBle—tiers) +1 T eBle—pia) p—BAS +1 o pO<T)e—5>\§ +p

S =

que se conoce como isoterma de Frumkin (ver Fig. 17).

Figura 17: Representacion de la isoterma de Frumkin para distintos valores de SA. Se puede ver que
en el caso de existir una interaccién atractiva entre las particulas adsorbidas en el sustrato (A > 0) la
isoterma rapidamente satura al valor maximo. Por el contrario, si la interaccién es repulsiva (A < 0)
hemos de aumentar mucho la presién para conseguir cubrir todas las vacantes. Finalmente, en ausencia
de interaccién, (A = 0) se recupera la isoterma de Langmuir.

Problema 11. Supongamos que una superficie tiene M nodos de adsorcién equivalentes, discernibles
e independientes y sobre cada uno de ellos se puede adsorber un nimero ilimitado de moléculas
apiladas verticalmente. Supongamos que la funcién de particién canénica de las moléculas de la
primera capa es ¢ y la de todas las demds ¢o. Calcular la fraccion de particulas adsorbidas por nodo,
§, cuando la superficie estd en contacto con un gas ideal a la presion P. La isoterma de adsorcién
anterior se denomina isoterma BET (Brunauer, Emmet, Teller). Representar la isoterma frente a
x = ¢2eP* e interpretar el resultado.

Solucion:
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Gas ideal

p=cte; T=cte; p=cte

Figura 18: Esquema con el planteamiento para el cdlculo de la isoterma BET. Las particulas negras
tendran asociada una funcién de particién candnica ¢; mientras que las azules ¢s.

Usando la expresién general del ejercicio anterior, la gran funcién de particién de una superficie
con M nodos de adsorcion localizados independientes, distinguibles y equivalentes, en cada uno de
los cuales puede adsorberse una niimero indefinidamente grande de particulas es:

Nmaz

Em =" b= gN; A=
j=0

Asi pues, teniendo en mente que en el caso de la isoterma de Brunauer-Emmet-Teller la primera capa
adsorbida tiene una funcién de partcion ¢ y todas las demds go, tendremos:

1 ; J=0
q; = . :
T lag™t o i>0

Consecuentemente,
G =1+a A+ e +ae)’ +

Asi pues: ~

_ N 0ln & Jln& oA 0ln &

= — =kpT = kT S— =

SMB<3,¢)T_MB(6A o BN

y por tanto:
. @1+ 2g2\ +3g3N2 +...) AL+ 2 A+ 33N+ )

T+ @A+ N1+ @A+ @EX2+...) 1+ 1+@A+@A+...)

0d S DN xS+ DN axd | T @]
k=0 _ k=0 =0

00 - 1 - 1 -
1+ > ghak L+ad == L+ ad =55
k=0

1q1A (1 qu) 1 A T —g2d) wa(l — @A) + g3\

o % Tl — @A @A (1— g2\

Consecuentemente:
QA

(1= g1 — @A+ @A)
Otra forma de llegar al mismo resultado habria sido expresar de forma més compacta la gran funcién
de particiéon de un nodo de la siguiente manera:

S =

o0 o0 oo
E=14gA+ G +a@ N+ =1+qa Y ¢ 'V = E (@) =1+ L2 q E (g2)) —

- 2 X

Jj=1 j=1 7=0

Haciendo la suma geométrica:




De esta forma, podemos calcular 6:

Mo 0A 1+ @ (1—2% - 1) (1= @221 = 2A) + ¢ — a1(1 = g2))]

Operando se llega a la misma expresién con el primer método:

Aq1

9 p—
(1 = @A)[1 — geA + @1 A]

Usualmente, este resultado se expresa en términos de x = ga A = g2e’#0p, y ¢ = ¢1/q2, como (isoterma
BET):
cr

(1—2)(1—x+cx)

Esta isoterma puede verse representada en la Fig. 19. Se puede ver que en x = 1 la isoterma diverge.
Lo que ocurre fisicamente en este punto es una condensacion de liquido en la superficie adsorbente.

S =

61\

 /
>

Figura 19: Representacion de la isoterma BET.
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